TEOREMA DEL BINOMIO

En esta seccion aplicaremos induccion matematica para demostrar la férmula que permite
obtener el desarrollo o un término cualquierade (a +b)" , ne N. Dicha formula es lo que se
conoce como Teorema del Binomio. Del algebra elemental se conoce las formulas

(a+b)° = 1

(a+b)' = a + b

(a+b)* = a’ + 2ab + b’ (1)
(a+b)’ = a’ + 3a’b + 3ab® + b’

(a+b)* = a* + 4a’b + 6a’b’> + 4ab® + b*

Si en las expresiones de la derecha consideramos so6lo los coeficientes obtenemos el siguiente
arreglo conocido como 7Tridngulo de Pascal :

1 \2/ 1
1 \3/\3/ ] (2)
N NSNS
1 \5/\10/\ 10/\5/ 1

La regla de formacion de los numeros en el tridngulo de Pascal es clara: los lados del tridngulo
estan formados por unos y cada nimero que no estd sobre un lado del tridngulo es la suma de los
dos numeros de la fila superior que son continuos a ¢l.



Un examen de las féormulas en (1) sugiere que la férmula general deberia ser de la forma:
(@+b)" = (a" +()a"'b + (Da"b> 4.+ ()b + (b, ()

donde el coeficiente (7) de a"*b" esunnumero natural que dependede kyn vy,

obviamente:

(j)=1 = (!) Vne N. Conestanotacion para los coeficientes, el tridngulo de Pascal se

escribe

()
(o) ) €)
() & ()
() ©) ) ()
») ) () () 3

De (2) podemos conjeturar otra relacion entre los coeficientes binomiales (el estudiante puede
agregar nuevas filas a (2) para confirmarlo). Si consideramos la tercera diagonal, formada por los
numeros 1, 3, 6 y 10, se puede observar que los cuocientes de nimeros sucesivos son:

1 6_, _4 10_5

373 276 37
O sea:

3 4 3 6 ntl

17 27 37 477 7 k+l
Luego, podemos conjeturar que:

ey = 2 1<k <n

k+1"



Por cancelaciones sucesivas (propiedad telescopica del producto) podemos obtener:

R S G W
W=wn e
_ n n-1 n—k+1 1= n-(n=1)-... - (n—k+1)
kK k-1 " 1 B k(k=1)-... -1 B

n(n=1)-...-(n—k+1) - (n—-k)y(n—-k-1)-...-2-1
[(n-k)(n-k-1)- ... -2 1][k(k=D)-...1]

n!
_ 0<k<n
(n=k)! k!
De lo anterior, la definicion siguiente parece razonable.

DEFINICION 1:  Sean k, ne N, , 0<k <n. Definimos el nimero

0 »
(;) que leeremos n sobre k por:

iy n!
(o) = (n—k)! k!

NOTA: Se puede observar que con esta definicion se tiene que:

n! n!

©= o=t Y G = T

Las siguientes propiedades se demuestran facilmente

TEOREMA 1 : Sean k, ne N,, k <n. Entonces
(1) M+ (") =7 (Regla de formacion del triangulo de Pascal)
2) (}) esunentero no negativo
3) O=0") (simetria del triangulo de Pascal)

Ahora, nuestra conjetura sobre la formula general (3) y sobre los coeficientes binomiales se
resume el siguiente teorema.



TEOREMA 2: (Teorema del binomio) Si a,b € R yn € N, entonces

(a+b)" = i(ZJa”_kbk =

k=0

n n n n—1 n n-212 n n
= a" + a” b+ a” b +..+| b
0 1 2 n

n n n n n—1 n n=2732 n n n
COROLARIO: (a—-b)" = 0 a’" — I a"" b+ 5 a" bt —..+(-1) b
n

OBSERVACIONES: (Nociones elementales de Combinatoria). Consideremos un conjunto de n
elementos distintos. Si consideramos todos los arreglos ( o distribuciones) que se puede hacer con estos
elementos , tomandolos de k en k elementos y de modo que dos arreglos se consideran distintos si
difieren en por lo menos un elemento o en el orden del arreglo, entonces cada arreglo se llama una

variacion (o arreglo sin repeticion) y el nimero total de variaciones se denota por V,"(o A4,'). Si en los
arreglos descritos se tiene k=n (participan todos los elementos en cada arreglo), entonces estos arreglos
se llaman permutaciones y el nimero total de ellos se denota por P,. Si en variaciones de n elementos,

tomados de k en k elementos, no interesa el orden, entonces dos de estos arreglos seran distintos si
difieren, al menos, en un elemento. Dichos arreglos se llaman, entonces, combinaciones y el nimero

total de ellas se denota por C;'. Veamos como calcular V" P, yC;'.

1) Si disponemos de casilleros ordenados del 1 al k, entonces calcular V" equivale a calcular de

cuantas formas podemos llenar dichos casilleros con n elementos.

N K 0 T I R B Y

Claramente, con n elementos, el casillero 1 puede ser llenado de n formas distintas. Pero, una vez que
ha sido llenado el casillero 1, s6lo disponemos de n-1 elementos para llenar el casillero 2 que, por lo
tanto, puede llenarse de n-1 formas distintas. Luego los casilleros 1 y 2 pueden llenarse de n(n-1)
formas distintas. Asi cuando lleguemos al casillero k, dispondremos de n-k+1 elementos para llenarlo
de n-k+1 formas distintas. Luego los k casilleros pueden llenarse de

Vi=nn-1)(n=2)...(n—k+1)



formas distintas.

2) Si k=n, entonces
P =n(n-1)(n-2)...1=n!

_ nn—0)(n-2)..(n—k+1)

3) Clkl=V=C! .

_ n(n—1)(n—-2)....271

K\(n—k)!
_ n
=\ |

Obtenemos, asi, una 1til interpretacion de los coeficientes binominales.




